Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI Devoir a la maison a rendre le mardi 28 novembre 2023

LA SUITE DE SYLVESTER ET SON AU-DELA

Deux niveaux de difficulté/longueur :
— Piste bleue : questions 1) et 2).

— Piste rouge : tout le devoir.

@ 1 1A SUITE DE SYLVESTER

On appelle suite de Sylvester la suite (s,,),ey définie par sy =2 ets,.; =sy...5, + 1 pour tout n € N.

1
On pose alors t, =s, — 5 pour tout n € N.

1) a) Montrer que s, est un entier supérieur a n + 2 pour tout n € N.

b) Montrer que pour toutn € N: s,,.; = sfl —s,+1 eten déduire une expression analogue de t,,; en fonction
de t,.

1 +00
— ———— pour tout n € N, puis en déduire 'existence et la valeur de —.

Sn— Sn+1 — k=0 Sk

c) Simplifier

Int,
2) On pose q,, = o pour tout n € N. )
-
1 1
a) Montrer que pour tous n,p € N pour lesquelsp=>n: ¢q,=q,+ kZ: ) In (1 + 4_t,§)
=n
b) En déduire que la suite (g, ) ey cOnverge vers un réel strictement positif g, .
c) Montrer que pourtout n €N: 0<(qe —q, S W
On pose a = el Pour information, a vaut 1,5979 a 10~* pres.
1

d) Montrer que pourtoutneN: 0<a® —t,<t, (e a — 1), puis en déduire ligrn (sn - azn).
n—+0oo

@ 2 PAR-DELA SYLVESTER

Soit (a,).ey Une suite d’entiers naturels pour laquelle a, = 2 et a,; = arzl —a,+ 1 pour tout n € N.
+00

Objectif de cette partie : justifier 'existence du réel £ = Z — et montrer qu’il est rarement rationnel.
k=0 Tk "1y
On pose x,, = a,...a, pour tout n € N et on note y, 'entier pour lequel Z — = == aprés mise au méme dénominateur.
ax Xn

k=0
3) a) Montrer que pour toutn €N: a, =s,.

b) Montrer que les suites (X, )ney €t (¥n)nen SONt strictement croissantes.

n

On pose a présent u,, = In _ Z 1 etv,= Ynt1 = Vn pour tout n € N.
Xn k=0 Ay Xn+1 — X
4) a) Montrer que pourtoutn €N: v,—u, = ;
Any1 — 1
s 1 1 1
b) En déduire que pourtoutneN: v, ;1 —Vv, = + -

iz —1  Gppr Qpy—1
¢) En déduire que les suites (1, )en €t (Vo)nen sont adjacentes. On note £ leur limite commune.
5) On suppose dans cette question que £ est rationnel, i.e. que £ = P pour certains p € Z et ¢ € N*.
q

a) Montrer que la suite (px, —qY,)nen+ €St décroissante, puis qu’elle est stationnaire.
b) En déduire que (v,),ey st stationnaire, puis qu'il existe un entier N € N pour lequel a,,; = aﬁ —a, + 1 pour tout
n=N.

n +00
6) Montrer que pour tous p,q = 2 entiers, la suite (Z ?) converge et que sa limite Z 7 est un irrationnel.
k=1 neN* k=1 p



